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Resumo  
Neste artigo investigamos a classe de 
diferenciabilidade de funções dadas como 
o quociente de polinômios homogêneos e 
estabelecemos condições, em função do 
grau de homogeneidade destes 
polinômios, para que essas funções 
quocientes tenham uma determinada 
classe de diferenciabilidade. 
Palavras chave: Classe de 











In this article we investigate the 
differentiability class of functions given as 
a quotient of homogeneous polynomials 
and stability conditions, at the 
homogeneous degree of these 
polynomials, in such way that this kind of 
functions has a determinate class of 
differentiability. 
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Introdução e Conceitos Básicos 
Determinar se germes de famílias de funções é trivial com respeito a alguma relação 
de equivalência é um dos principais objetivos em teoria de singularidades. A principal técnica 
envolvida é a utilização de campos de vetores controlados que trivializem a família. Tais 
campos aparecem como quociente de funções, e as linhas integrais, as quais trivializam a 
família, terão a mesma categoria de tais campos. 
Neste artigo investigamos a classe de diferenciabilidade de funções dadas como o 
quociente de polinômios homogêneos e estabelecemos condições, em função do grau de 
homogeneidade destes polinômios, para que essas funções quocientes tenham uma 
determinada classe de diferenciabilidade. Este artigo é inspirado no trabalho de RUAS [1] 
(1986). 
 
Definição 1 - Uma função 
nf :
 é de classe Cℓ se, para todo 
nx , 
existem todas as derivadas parciais i
x
xf )(
 até a ordem ℓ e estas são contínuas. 
 Ex.: xxf =)( ℓ
x
 e xxf =)( 2ℓ+1 x
1
sin
 são de classe Cℓ e não são de classe Cℓ+1. 







1  é dito de grau d  quando 
drrr n =21  . 



















, é chamado um polinômio homogêneo de grau d. Observe que 
todos os seus monômios têm grau igual a d. 
Ex.: 
3223 82=),,( yxyyxxzyxP
 é um polinômio homogêneo de grau 3. 
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Resultado Principal 
Lema 1 - Sejam )(1 xP  e )(2 xP  polinômios homogêneos na variável 













 é de 
classe C1. 
 






















































12=))(( dxhgrau i , com ))(( 2 xPgraud . 
 
Dado 
nx  arbitrário existem t  e 












































 é um polinômio e 
1nS  é compacto, existe 1c  tal que 1





2P  é um polinômio, 
1nS  é compacto, e 
0>};)({ 12
nSxxPmin
, existe uma constante positiva 2c  tal que 2
2
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 é limitada sobre 
1nS . 





 e teremos que i
x
xF )(
 é contínua. Assim )(xF  é de classe 
Cℓ. ■ 
 
Teorema 1 - Sejam )(1 xP  e )(2 xP  polinômios homogêneos na variável 














 é de classe Cℓ. 
 
Demonstração: Mostremos por indução em ℓ. 
 O caso em que ℓ=1 é uma conseqüência imediata do Lema 1. 









, com ))((=))(( 21 xQgrauxQgrau ℓ e 
0>};)({ 12
nSxxQmin
, tem-se que 
)(xJ  é de classe Cℓ-1. 
 



































































dxhgrau i 2=))((  ℓ, com ))(( 2 xPgraud   
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i  satisfaz a hipótese de indução, portanto i
x
xF )(
 é de 
classe Cℓ-1. Logo F(x) é de classe Cℓ.   ■ 
 
Exemplos 
Exemplo 1: Seja ),,(2 zyxP  o polinômio 
222 zyx
. Claramente ),,(2 zyxP  restrito à 
esfera 
}1;),,{( 22232 zyxzyxS








 em que 4r  é de classe 
3rC . 
 
Observação: Uma pergunta natural que surge é como obtemos um polinômio homogêneo 
)(xP , de tal forma que 
0>};)({ 1nSxxPmin
. Isto equivale a determinarmos um 
polinômio )(xP , em que 




n Sxx  . É de fácil verificação 






11 ),,(  , em que r  é um número inteiro 
positivo, satisfazem esta condição, pois tais polinômios só se anulam na origem de 
n
. 
A proposição seguinte nos fornece uma família de polinômios, satisfazendo a condição da 
observação anterior, para o caso de duas variáveis. 
 
Proposição 1 - Considere 
22
2 2=),( byxyaxyxP  em que ba, . Se ( 1>ab , 0>a e 




Demonstração: Sabemos que 
222 ||2||=)(0 ybxyabxabyax
, o que implica 
em 
)(=)||||(2 2222 byaxybxaxyab
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, temos que 
22<|2| byaxxy
. Desta forma, 
)(<2<)( 2222 byaxxybyax
 o que nos dar 
0>2=),( 22212 byxyaxxxP .  ■ 
 
Exemplo 2 - Verifiquemos se 
0>882,5=)( 2221
2


























 No entanto este último polinômio satisfaz as condições do Teorema 2, já que  










1 xx , tem-se 
ainda 0>)(xP .   
  


















14321 xxxxxxxxxxxxW . Observe que 
),,,( 4321 xxxxW  é um polinômio homogêneo de grau 6 e com 4 variáveis. 
Como i







1 xxxx  é maior do que ZERO, a qual satisfaz a condição do Teorema 1. 























, é de classe 
3C . 
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